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Abstrak

Misakan S dan T merupakan pohon dengan |§ = k. Notasi ¢(S T) adalah banyaknya copy S
dalam T. Banyaknya sub pohon dari T dengan jumlah k titik dan pengertian banyaknya copy S
pada T merupakan unsur penting dalam menentukan profil dari pohon secaralokal. Misalkan d =
(do, d1, dy, ..., dn) adalah barisan tidak naik dari dergjat semuatitik pada pohon. Himpunan pohon
yang dergjat titik-titiknya bersesuaian dengan d dinotasikan dengan .Z Pohon T4 yang
bersesuaian dengan d dan memiliki jumlah yang maksimum sub pohon dengan k titik dapat
dikonstruksi. Langkah pertama adalah menetapkan titik yang bersesuaian dengan dergat dy
sebagal akar dari pohon. Sebanyak s; = dy titik-titik pada level pertama adalah titik-titik yang
bersesuain dengan do suku berikutnya pada barisan dergjat. Sebanyak s, = dp + ds + ... + dg ;- 51

titik-titik pada level kedua yang bersesuaian dengan sebanyak s, suku berikutnya pada barisan
dergjat. Untuk titik-titik pada level ketiga dan selanjutnya dilakukan sama dengan pada level
kedua. Pohon T, adalah pohon yang mempunyai jumlah sub-pohon dengan Kk titik terbanyak

dari semua pohon pada . %

Kata Kunci: pohon, profil, pohon optimal, well-ordering.

LATAR BELAKANG

Graf digunakan untuk menyajikan objek-objek diskrit dan hubungan antara objek-objek.
Citradigital dapat disgjikan dalam bentuk graf atau graf kis (grid). Algoritma multiscale graph-
based segmentation (MGS) menggunakan pendekatan populer graph-cut yang menyajikan citra
digital sebagal graf kis (Kalasi et al, 2015). Citra digital juga dapat dipandang sebagai graf kisi
berbobot tak berarah dengan pixel dipandang sebagai titik dan selisih intensitas warna dua pixel
yang berdekatan merupakan bobot dari sis yang menghubungkan dua pixel tersebut (Zhang et
al, 2015).

Peter (Peter, 2010) menggunakan pendekatan pohon dalam graf untuk mensegmentasi
citra digital. Pertama citra digital diubah dalam bentuk graf. Metode Minimum Spanning Tree
(MST) digunakan untuk membentuk pohon merentang minimum dari graf tersebut. Algoritma
Peter menghilangkan sebagian sisi dari pohon merentang minimum yang lebih besar dari

theshold maka kita akan mendapatkan beberapa sub pohon. Pohon-pohon tersebut merupakan
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segmen-segmen dari citra digital. Dalam komputer visi, setigp segmen citra digital Kkiri
dipasangkan dengan citra digital kanan yang bersesuaian. Cara mencari pasangan tersebut
merupakan pekerjaan yang menantang sampal saat ini. Memasangkan pohon yang bersesuaian
antara citrakiri dan citra kanan merupakan salah satu alternatif.

Banyak teorema fundamental dalam teori graf dapat dinyatakan sebagai pertaksamaan
ajabar antara kepadatan sub-sub graf. Kepadatan graf mungkin dapat digantikan dengan
kepadatan homomorfisma (Hatami and Norine, 2011). Dalam bahasa teori model berhingga,
masalah suatu tipe dapat dirumuskan sebagai berikut. Misalkan T adalah teori universal dalam
bahasa orde pertama tanpa konstanta atau fungsi simbol. Kemudian setigp himpunan elemen
dari model T akan menginduksi model T. Untuk dua model hingga M dan N dari T dengan M| <
[N], misalkan p(M, N) adalah banyaknya (kepadatan) M muncul sebagai sub-model N. Tetapkan
model hingga My, ..., My, dan misalkan ukuran N bertambah hingga tak terbatas. Hubungan yang
bagaimana antara kepadatan p(Mi, N), ..., p (My, N) yang merupakan syarat perlu untuk limit?
Teori ini menarik dibahas dalam berbagal bidang, antara lain: teori graf, digraf, turnamen,
hypergraf dil (Razborov, 2007).

Permasalahan
Misakan S T pohon, banyaknya pohon S dalam T yang disimbolkan dengan c(S, T)

adalah banyaknya homomorphism injektif dari Ske T. Misalkan T, ..., Tk',‘k adal ah daftar semua

homomorphisma pohon dengan k-titik. Suatu k-profil dari pohon T adalah vektor p™ (T) e RM

dimana koordinat ke-i berbentuk:

(p% (M) UML)

=2 m , dimana Zk(T):iC(Tjk,T).

j=
Dengan kata lain suatu k-profil adalah vektor kepadatan terinduksi dari pohon k-titik. Kita
tertarik dalam pengertian limit himpunan dari k-profil:

A (K) = {pe R% :3(T,),| T, | ———>c0, dan p® (T,)—— p|

dimana [T| adalah banyak titik dalam T. Z(T) merupakan banyaknya sub pohon k titik dari
pohon T (Czabarka, 2015). Permasalahan yang dibahas dalam tulisan ini adalah bagaimana

menentukan banyak jumlah yang maksimum sub pohon k titik dari pohon T.
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KAJIAN PUSTAKA
Suatu graf G=(V, E) tidak berarah tanpa siklus disebut hutan. Hutan tersambung disebut
pohon. Titik berdergjat satu pada pohon disebut daun. Bintang adalah pohon yang hanya
memiliki paling banyak satu titik yang bukan daun. Setiap graf tersambung G mempunyai pohon
merentang. Misalkan G graf dengan n titik, P matriks tetangga, and J matriks kuadrat yang
semua unsurnya bernilai 1. Jumlah pohon merentang dari graf G adalah k(G) = det(J + PP")/n?.
Misalkan T=(V, E) pohonr € V disebut akar jika untuk setiap t € V adalintasan dari t menuju .
Untuk barisan bilangan bulat positip tidak nak d = (do, d, ..., dn1) dengan n > 3,
misalkan notas % adalah himpunan semua pohon dengan dergjat titik-titiknya bersesuaian

dengan barisan d. Kita dapat mengkontruksi T, e . dengan cara seperti berikut ini. Pertama,

titik dengan dergjat terbesar dy dilabelkan dengan vy (sebagal akar). Kedua, tetangga dari vor
dilabelkan dengan vi1, Vi1 ,..., Vigo dengan dergjat titik-titiknya berturut-turut dari kiri ke kanan
d(vy) =d untuk i =1, 2, ..., do. Tetangga selanjutnya dari vas, Vi1 ... , Vigo Sebanyak (d( vip) — 1)
+ (d( vig) = 1) + ... + (d( vido) — 1) titik dilabelkan kembali, serta demikian selanjutnya sesuai
urutan barisan dergjat titik pohon (Zhang, 2013). Contoh, misalkand= (4,4, 3,3, 3,3,3,2, 1, 1,
1,1,1,1,1,1,1,1, 1) makapohon T, dapat dilihat pada Gambar 1.

/*

Vi \1’1- \V13 v |4
. Q '-', g
/ \\\le A Vaa Vas Vaq lJ 25 \x 26 H-' 'Mg
’f \\\ ’;.r \.\.
I ‘\ ' \\

I bd o) O
Vil Vaz Viaz Vi Vas

Gambar 1. Pohon T,

Beberapa istilah akan disgjikan antara lain: T(v) adalah semua sub pohon dari T yang
akarnyav, dist(x, y) adalah banyaknya sisi yang menghubungkan titik x dan 'y, h(v) = dist(vo, V)
dimana vp akar dari pohon, fr(vy, Vo, ..., Vi) adalah jumlah sub pohon dari T yang memuat titik-
titik vi, Va, ..., Vim, frx(Va, V2, ..., Vi) adalah jumlah sub pohon k titik dari T yang memuat titik-titik
Vi1, Vo, ..., Vi, dan j (T) adalah banyaknya sub pohon tidak kosong dari T. Misalkan W pohon dan
X, y duatitik dari W. Lintasan Py(X, y) dari x ke y dapat dinotasikan dengan Xm...XoX1Y1Yo...ym jika
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dist(x, y) ganjil atau Xm...XoX12y1Yo...Ym jika dist(X, y) genap, dimana x,, = x dan y, = y. Misalkkan G
graf yang dihasilkan dari pohon W dengan cara menghapus semua sisi pada lintasan Py(X, Y).
Komponen-komponen tersambung (dalam G) yang memuat X;, y; dan z dinotasikan dengan X;, Y;,
dan Z berturut-turut untuk i = 1, 2, ..., m. Notasi Xsx adalah komponen tersambung dari W yang
memuat X, setelah sis Xg.X dihapus, dan Ys, adalah komponen tersambung dari W yang
memuat Yy setelah sisi yenyk dihapus untuk k= 1, 2, ..., m. Gambar 2 menunjukkan cara
pelabelan berseuaian dengan lintasan Py(X, Y).

X X ¥ L

NN

X2 X ¥

Gambar 2. Pelabelan Komponen-Komponen dari Lintasan Py(X, V)

Definis 1. Misakan T = (V, E) pohon dengan akar vp. Suatu well-ordering < dari titik-titik

disebut terurut-BFS jika < memenuhi sifat-sifat berikut:

1) Jkau,v eV, danu<v, makah(u) < h(v) dan d(u) > d(v);

2) Jkaadaduasisi uu; € E(T) dan w; € E(T) sedemikian sehingga u < v, h(u) = h(u;) — 1 dan
h(v) = h(v1) — 1, makau; <vj.

Beberapa hal yang menarik dalam lintasan yang ada akan diperlihatkan pada beberapa
lemma berikut ini. Pertama, kita akan membahas hubungan antara lintasan dan jumlah sub-sub
pohon.

Lemma 2. Misalkan P lintasan pada pohon optimal T daam yang mempunyai titik-titik
ujungnya merupakan daun.
1) Jka panjang P adalah (2m - 1) ganjil, maka titik-titik dari P dapat dilabelkan sebagai
Xme...-X2X1Y1Yo...Ym Sedemikian sehingga
fi, () = £y, (Y1) = Ty, () = £, (y,) 2.2 fy (X)) = £y (y,) =1
2) Jika panjang P adalah 2m genap, maka titik-titik dari P dapat dilabelkan sebagai
X(m1)Xm. .. X2X1Y1Yo...Ym Sedemikian sehingga

fxl(xl) 2 le(yl) 2 fx2 (%) = sz (y,)z...2 fxm (Xm) 2 me (Ym) = me+1(Xm+l) =1
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Lemma berikut akan membahas kasus tertentu dari lemmadi atas.

Lemma 3. (i) JikaLemma 2 kasus 1) dipenuhi maka

fr(x) = fr(y) > fr (%) 2 fr(y,) > > £ (%) = f.(y,) =1
Selanjutnya, jika f;(x,) = f; (y,) untuk suatu 1 <k<m, maka f;(x )= f;(y,) untuki =Kk, ..,
m.

(i) JikaLemma 2 kasus 2) dipenuhi maka

fr () > fr(y) 2 fr() > fr(y,) 22 f.(%,) > fr (V) 2 T (X)) -
Selanjutnya, jika f;(y,) = f; (X,,;) untuk suatu 1 <k<m, maka f;(y;) = f;(x,,) untuki =Kk,

vy M.

Selanjutnya hubungan antara dergjat suatu titik dan banyak sub pohon yang melewati titik
tersebut akan dibahas pada lemma berikut ini.

Lemma 4. Untuk suatu lintasan P(Xm, Ym) = Xm...XoX1(2)y1Y2...ym dalam suatu pohon optimal T,
jika fy (%)= f, (y;) untuk i=1,..,k 1<k<m-1, makad(x) >d(yq).

Selanjutnya, jika f, (x)=f,(y;) untuk i=1,..,k 1<k<m-1, makad(x) = d(yx).

Lemma berikut akan memperlihatkan hubungan antara maksimum dergjat suatu titik dan
jumlah yang maksimum sub pohon yang melewati titik tersebut.
Lemma 5. Misalkan T pohon optimal dalam . % Jika f+(vo) = maks{fr(v) | v € V(T)}, maka d(vo)
=maks{d(v) |v e V(T)}.
Bukti: Karenajelas terlihat untuk pohon kecil, jadi misalkan |V(T)| > 4. Andaikan d(vo) < maks
{d(v) | v € V(T)}. Maka ada suatu titik w sedemikian sehingga d(vp) < d(w). Dengan
menggunakan Teorema Sz’ ekely (2005) bahwa f+(v) adalah maksimum pada satu titik atau dua
titik bertetangga dari T. Jadi diperoleh fr(vp) > fr(v) untuk v € V(T){ o}, atau fr(vo) = fr(va) >
fr(v) untuk v e V(T)Y{ vo, va} dan vpvy € E(T).
Kasus 1: fr(vp) > fr(v) untuk v e V(T)Y vo}. Karena fr(vo) > fr(w), mudah dilihat bahwa vy bukan
daun. Misalkan P lintasan yang memuat Vo dan w yang ujung-ujungnya daun. Misalkan lintasan
P dengan panjang (2m - 1). Maka menurut Lemma 2, titik-titik pada P dapat dilabelkan sebagai
P= Xm...X2X1(2)y1Y2...ym Sedemikian sehingga

fx, () 2 Ty (y1) 2 Ty, (0G) 2 fy () 2.2 By (%) = £y (V) =1

229



Seminar Nasional Matematika dan Terapan 2016 Volume 1

Selanjutnya dengan Lemma 3, diperoleh

Fr06) 2 Fr (V) > F(%) 2 Fr(¥,) > o> Fr (%) 2 Fr (Y.
Oleh karenanya x; harus menjadi Vo dan w harus menjadi x untuk 2 <k<m, atau y; untuk 1 <j <
m. Dengan Lemma 4, diperoleh d(vg) = d(x1) > d(x) = d(w) atau d(vo) = d(x1) > d(y;) = d(w),
kontradiksi. Sehingga terbukti.
Kasus 2. fr(vo) = fr(vy) > fr(v) untuk v e V(T){vo, vi} dan vov; € E(T). Jkaw = v;, maka
menurut Lemma 4, diperoleh d(w) = d(v1) = d(vo) < d(w), kontradiksi.

Oleh karenanya kita mengasumsikan w = v;. Pertama dicatat bahwa vy dan v, bukan daun.
Misalkan P lintasan yang memuat Vo, v1, dan w dengan ujung-ujungnya daun. Misalkan (2m - 1)
panjang P (cara yang sama untuk bilangan genap), maka menurut Lemma 2, titik-titik lintasan P
dapat dilabelkan dengan P= Xm...XoX1(2)y1Y2...ym Sedemikian sehingga

F (%) 2 Ty (V) 2 i () 2 fy (¥,) 202 Fy (%) 2 Fy (V) =1
Selanjutnya dengan Lemma 3, diperoleh
fr(x) > fr(y) > f06) = f(y,) > > f(X,) = f(Y,).
Oleh karenanya {x1, y1} = {Vo, va} dan w harus menjadi x¢ atau yx untuk 1 < k < m. Dengan
Lemma 4 diperoleh d(vp) > d(w) dan d(v1) > d(w), kontradiksi.

Dari kombinasi Kasus 1 dan Kasus 2, Lemma 5 terbukti.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Suatu titik yang dilalui oleh paling banyak sub pohon dari pohon optima mempunyai
keistimewaan. K eistimewaannya akan dibahas dalam lemma berikut ini.
Lemma 6. Misalkan T pohon optimal dalam . %~ Jikaada suatu lintasan P = u; ... UUiVo VaVa ... Vk
dengan fr(vo) = maks{fr(v) |v € V(P)}, fr(uy) >fr(vs),dan| = k (atau | = k + 1), maka

fo(u)>f(v)>..>f(u)>f(v,) (atau > f (u.,,))
dan
d(u)>d(v)>..>d(u)>d(v,) (atau >d(u,,,)).

Akibat 7. Jika ada suatu lintasan P = uy ... UpUsWVaVs ... Vi dengan  dist(uy, Vo) = dist(vk, Vo) =
dist(w, vo) + k dan fr(uy) > fr(v1), dan | = k (atau | = k + 1), maka

fr(u) = fr(v) 2.2 fr(u) = fr(v)
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dan
d(u)=>d(v)>...>d(u) >d(v,) .
Jika ada suatu lintasan P = Uysq ... lUpWVaVs ... Vi dengan  dist(Uksa, Vo) = dist(vk, Vo) =
dist(w, vo) + 1 dan fr(up) > fr(vq), dan| = k (atau | = k + 1), maka
fo(u)>f(v)>..>f ()= f(v)> f (u.,,)
dan
d(u)>d(v)>..>d(u) >d(v,)>d(u,,,) -

Dengan menggunakan sifat ordering-BFS dan beberapa lemma di atas teorema yang

menunjukkan pohon T, adalah pohon optimal dalam .z~ akan dibuktikan.

Teorema 8. Misalkan d barisan dergjat titik yang tidak turun. Pohon T, pada Gambar 1 adalah
pohon yang mempunyai jumlah sub-pohon terbanyak dari semua pohon pada %

Bukti: Menurut Lemma 5, ada titik vo sedemikian sehingga f+(vp) = maks {f+(v) | v € V(T)} dan
d(vo) = maks{d(v) | v € V(T)}. Misalkan v, akar dari pohon T dan tetapkan V; = {v | dist(v, vo) =
i} untuk i =0, ..., p+1ldengan V(T) = UPHV,. Misalkan s = |Vi| untuk i =0, ..., p+1. Selanjutnya
titik-titik pada V(T) dapat dilabelkan dengan metode rekursi. Untuk V, dilabelkan dengan vo
sebagal Vo, akar dari pohon T. Titik-titik dari Vi (memuat semua tetangga dari Vo) yang

dilabelkan sebagai Vi1, V12, ..., Vi.g Yang memenuhi:
fr(vi) > fr(vi,) 2> fr(vyg)
dan
fr(vy) > fr(vy;) mengakibatkan d(v;) > d(v;;) untuk 1<i<j<s,.
Secara umum, semua titik-titik dari V; dilabelkan sebagai {v,,,...,v, (} untuki =1, ..., t. Sekarang
perhatikan semua titik-titik dalam Vi.;. Karena T adalah pohon, mudah melihat bahwa s, =
d(vo,) dan
S = Via FA(vy) +o+d (Vg ) — S
Karenauntuk 1<r <s, semuatetanggadalam Vi, dari v;, dilabelkan sebagai
Vt+l,d(v[1)+...+d(v[(,,l))—(r—l)+l""’Vt+1,d(v11)+...+d(v" Y-t

dan memenuhi kondisi
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fr () 2 fr () M
dan
fr (M) = fr(Moa;) mengakibatkan d(v,,;) =d(v,,q ;) 2
untuk d(ver) + ... + d(Ver-1) — (r — 1) +1 <i <j <d(vir) + ... + d(w,) +1.
Dalam hal ini, kitamelabelkan V (T) = UV, . Oleh karenaitu kita mampu mendefinisikan suatu
well-ordering dari titik-titik dalam V(T) sebagai berikut:

vV, <V ,jikaO<i<j<p+laaui=jdanl<k<l|<s. (3)

il
Kita selanjutnya membuktikan well-ordering ini adalah ordering-BFS. Dengan kata lain, T
adalah isomorpik pada T, . Pertama, pertidaksamaan berikut akan dibuktikan berlaku untuk t = 0,
. pt+l

fr(vi) 2 (Vo) 22 (Vo) 2 fr (Vg (4)
dan

d(vy) 2 d(v,) 2.2 d(% ) 2 d(Y.,,) ®)

Untuk sebarang dua v;i dan vij dengan 1 <i <j < s, adalintasan P= Vi ... Vier1) Wi Visar -

v dengan | < r, dimana dist(vi, Vo1) = dist(v, Vo) = dist(wi, Vo) + t — k. Maka kita peroleh
fr(Virns) > Fr(Viewr), fr(va) > fr(vy) sesuai Akibat 7. Di pihak lain, kita memikirkan lintasan
Q =Vyq Vg Vi Vor Vs, -+ Vi » MaKa fr (Vo) 2 fr(Viyq,) dan d(v, ) > d(V,,,,) sesua Akibat 7. Oleh
karena persamaan (4) dan (5) dipenuhi untuk t =0, ..., p+1 maka

fr(Vor) 2 fr (Vi) 22 fr (V) 2 Fr (Vo) 2002 T (V) 202 B (Vg ) (©6)

dan

(%) 2 d() > 2 d(,) 2 d(V) 2 2 A (V) 22 (Y, ) -

Dari (3), (6), dan (7) terlihat bahwa well-ordering ini memenuhi semua syarat dalam
Definisi 1. Oleh karenanya T mempunyai ordering-BSF. Jadi dengan Proposisi 2.2 (dalam
Zhang, 2008), T adalah isomorfik pada T, . Jadi T, adalah pohon optimal yang unik dalam .~

yang mempunyai jumlah terbesar sub-pohon.

Teorema di atas yang telah dibuktikan berlaku juga untuk sub pohon yang diperhatikan
hanya sub pohon dengan k titik.

232



Seminar Nasional Matematika dan Terapan 2016 Volume 1

Teorema 9. Misalkan d barisan dergjat titik yang tidak turun. Pohon T, adalah pohon yang

mempunyai jumlah sub-pohon dengan Kk titik terbanyak dari semua pohon pada . %

Bukti: Misalkan barisan bilangan bulat positip tidak naik d = (do, d, ..., dy.1) dengan n > 3
adalah barisan dari dergat titik-titik himpunan pohon %~ Ambil sebarang pohon T € %=
Misalkan titik vp sedemikian sehingga fr(vo) = maks {fr(v) | v € V(T)} dan d(vp) = maks {d(v) | v
e V(T)}. Sehingga titik vo € V(T) yang fri(vo) = maks {frx(v) | v € V(T)} dan d(vg) = do.
Misalkan V; = {veV(T)| dist(vo, V) = 1}. Misalkan v, € V(T) sedemikian sehingga frx(v1) = maks
{fr(v) | v € V(T){vo}}. Sehingga d(v1) = d;. Jikatitik v; ¢ V1 maka sub pohon dengan akar v,
dipertukarkan dengan titik dalam V; yang berdergjat paling kecil. Jadi Pohon baru yang terbentuk
mempunyai lebih banyak sub pohon yang memiliki k titik dari pohon T karena sub pohon yang
akar vp dengan menghilangkan satu titik akan menjadi sub pohon k titik yang memuat vp dan v;.

Susunan pohon yang baru ini untuk titik {vo} UV, akan berbentuk pohon T, . Dengan cara yang
sama dilakukan untuk titik dalam V; = {veV(T)| dist(vo, V) = i}. Sehingga pohon T, mempunyai

jumlah sub-pohon dengan k titik lebih banyak dari pohon T.

KESIMPULAN

Metode pohon merentang minimum, Minimum Spanning Tree (MST), dapat digunakan
untuk mensegmentasi citra digital. Dalam komputer visi, setiagp segmen citra digital Kiri
dipasangkan dengan citra digital kanan yang bersesuaian. Cara mencari pasangan tersebut
merupakan pekerjaan yang menantang sampa Ssaat ini. Memasangkan sub-pohon yang
bersesuaian antara citrakiri dan citra kanan merupakan salah satu aternatif.

Misalkan Sdan T merupakan pohon dengan |§ = k. Notasi ¢(S, T) adalah banyaknya copy
Sdalam T. Banyaknya sub pohon dari T dengan jumlah k titik dan pengertian banyaknya copy S
pada T merupakan unsur penting dalam menentukan profil dari pohon secara lokal. Misalkan d =
(do, dy, do, ..., dn) adalah barisan tidak naik dari dergjat semuatitik pada pohon. Himpunan pohon
yang dergjat titik-titiknya bersesuaian dengan d dinotasikan dengan .Z Pohon T4 yang
bersesuaian dengan d dan memiliki jumlah yang maksmum sub pohon dengan k titik dapat
dikonstruksi. Langkah pertama adalah menetapkan titik yang bersesuaian dengan dergat d
sebagal akar dari pohon. Sebanyak s; = dy titik-titik pada level pertama adalah titik-titik yang
bersesuain dengan do suku berikutnya pada barisan dergjat. Sebanyak s, = d + ds + ... + dg ;- 51
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titik-titik pada level kedua yang bersesuaian dengan sebanyak s, suku berikutnya pada barisan
dergjat. Untuk titik-titik pada level ketiga dan selanjutnya dilakukan sama dengan pada level
kedua. Pohon T, adalah pohon yang mempunyai jumlah sub-pohon dengan Kk titik terbanyak

dari semua pohon pada %
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